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Первообразная. Неопределенный интеграл 
   
Необходимые понятия и теоремы 
 
Определение 1. Функция )(xF  называется первообразной для 
функции )(xf  на интервале );( ba , если )(xF  имеет производную            
на );( ba  и для );( bax∈∀  выполняется равенство: 
)()(' xfxF = . 
Задача нахождения функции )(xF  по заданной функции )(xf  
называется задачей неопределенного интегрирования или задачей 
нахождения первообразной. 
Утверждение. Если −)(xF первообразная для функции )(xf  на 
интервале );( ba , то функция CxF +)(  при C∀ ∈R, const=C  тоже 
является первообразной  для функции )(xf  на интервале );( ba .  
Определение 2. Неопределенным интегралом от функции )(xf  на 
некотором промежутке называется совокупность всех первообразных  
для функции )(xf  на этом промежутке. 
Обозначают символом ∫ dxxf )(  и пишут CxFdxxf +=∫ )()( , где 
−)(xF одна из первообразных функции )(xf , const=C . 
 
 













n ,           ln ,= + +
+∫
dx x a C
x a
 
                         
,= +∫ x xe dx e C                                  , 0, 1,ln= + > ≠∫
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1 arctg , 0,= + >
+∫










dx x a C a




arcsin , 0,= + >
−∫






ln , 0.= + + + ≠
+∫







1 Найти  неопределенный интеграл  5 2 1 + 
 ∫ x dxx x . 
 
►  5 2 1 + = 
 ∫ x dxx x ( )
2/5 3/2 7/5 1/25 / 7 2− −+ = ⋅ − ⋅ +∫ x x dx x x C ■ 
 
2 Найти неопределенный интеграл  2ctg∫ xdx . 
 
► 2ctg =∫ xdx
2 2
2 2 2
cos 1 sin 1
sin sin sin
−
= = −∫ ∫ ∫










1 Найти неопределённые интегралы, используя таблицу простей-
ших интегралов. Результат проверить дифференцированием. 
1.1 2(5 3 5sin )− +∫ x x dx .   1.6 25 31
 + + ∫ dxx . 
1.2 5(3 6 2 )+ −∫ xx e dx .   1.7 21 51
 − − ∫ dxx . 




+  − 
∫ dxx
. 




+  + 
∫ dxx
. 
1.5 2(3 1 9cos ) .+ −∫ x x dx  1.10 2 23 1cos sin
 − 
 ∫ dxx x . 
  
2 Найти неопределенные интегралы, предварительно преобра-
зовав подынтегральную функцию 
 















 +−− ;4227 35 dxx
x
x
x   б) 2sin ( / 2)∫ x dx . 














xx∫ ++                    б) 2tg∫ xdx . 












x                              б) 22 .⋅∫ x xe dx  




























2.10 a) ( )∫ − ;16
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Тема 2 
Метод введения нового аргумента 
   
Необходимые понятия и теоремы 
 
Теорема. Если дана функция R→Xf : , причем  )(xf  имеет перво-
образную, т. е. ( ) ( )= +∫ f x dx F x C , и если дана функция XT →ϕ : , 
причем )(tϕ  дифференцируема, тогда ( ( )) '( ) ( ( ))ϕ ⋅ϕ = ϕ +∫ f t t dt F t C   
или ( ( )) ( ) ( ( ))ϕ ϕ = ϕ +∫ f t d t F t C . 
Пусть ( ) ( ) .= +∫ f x dx F x C  Возьмем в качестве )(tϕ  линейную 
функцию batt +=ϕ )( . Тогда ( ) ( ) ( )+ + = + +∫ f at b d at b F at b C . 
Отсюда 





1 Найти 7 3 2 .+∫ x dx  
► Заметим, что  )23(
3
1
+⋅= xddx , тогда  7 3 2+ =∫ x dx  
1/7(3 2)= + =∫ x dx 1/7 8/7
1 1 7(3 2) (3 2) (3 2)
3 3 8
+ + = ⋅ ⋅ + + =∫ x d x x C  
Cx ++⋅= 7/8)23(
24
7  ■ 
 
2 Найти ( )3 4sin 5 .+∫ x x dx  
► Заметим, что  )5(
4
1 43 +⋅= xddxx , тогда  
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( ) ( ) ( ) ( )3 4 4 4 41 1sin 5 sin 5 5 cos 54 4+ = + + = − + +∫ ∫x x dx x d x x C  ■ 
 























4 Найти ∫ − 22 1)(arcsin xx
dx . 

















− = − +∫ xdx Cx  ■ 
  
5 Найти  ∫ − 2xx
dx . 













































)1( Cex x ++− 1ln  ■ 
 
7 Найти  ∫ ++ 569 2 xx
dx . 































1 Найти неопределённые интегралы, применяя метод введения 
нового аргумента. Результат проверить дифференцированием. 
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2.3 а) 4 ;1+∫
xdx
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dx
x x
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2.4 а) 2 4 ;( 1)+∫
xdx
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3 2 ;( 5)+∫
x dx
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2
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3 4 4+ −∫
dx
x x
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dx
x x
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dx
x x
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dx
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2.9 a) 3 2 1 ;⋅ −∫ x x dx           б) 2 ;5 2− +∫
dx
x x




















2.10 a) 52 3 2 ;⋅ +∫ x x dx        б) 2 ;6 10− +∫
dx
x x
        в) 3sin ( 1) ;+∫ x dx  
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Метод интегрирования по частям 
   
Необходимые понятия и теоремы 
 
Теорема. Пусть функции )(xu  и )(xv  имеют непрерывные 
производные на некотором промежутке. Тогда справедлива формула 
интегрирования по частям: 















u x dv dx
xdx x x dx
du dx v x
x
Cxxx +−ln ■ 
 






= = − = − + 
= =  
∫ ∫
x
x x x x x
x
u x dv e dx
xe dx xe e dx xe e C
du dx v e
 ■ 
 
3 Вычислить возвратный интеграл ∫ − dxx 12 . 
 








 = − =
 
= − = = − − = = 
− 
∫
u x dv dx




















Ixxxx −−+−−= 1ln1 22 . 
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Получили уравнение IxxxxI −−+−−= 1ln1 22 . Решив его 
относительно I , получим: 





1 Найти интегралы, используя метод интегрирования по частям. 
 
1.1 a) ∫ + ;)2( 3 dxex x                        б) ∫ − dxx 14arctg . 
1.2 a) ∫ + ;4sin)164( xdxx               б) ∫ + dxx )4ln( 2 .    
1.3 а) ∫ − ;2cos)24( xdxx                б) dxx∫ arccos . 
1.4 а) ∫ + ;)82(2 dxxe x                     б) ∫ xdxxarcctg . 
1.5 а) ∫ ;sin2 x






                            б) xdxx 2ln∫ . 
1.7 а) ∫ + ;2sin)42( xdxx                 б) ∫ + dxx
x
1
arcsin .  
1.8 а) ∫ + ;5cos)38( xdxx                 б) dxx
xx∫ + 21
arctg . 
1.9 а) ∫ + ;3sin)26( xdxx                 б) ∫ xdx2ln . 
1.10 а) ∫ ;2 dxex x  б) ∫ xdxarcsin . 
  
2 Вычислить возвратные интегралы. 
 
2.1 ∫ xdxex sin .                               2.6 ∫ xdxe x sin2 . 
2.2 ∫ xdxex cos .                              2.7 ∫ xdxe x cos3 . 
2.3 ∫ + dxx 12 .                             2.8 ∫ + dxx23 . 
2.4 ∫ − dxx24 .                            2.9 ∫ − dxx22 . 






Интегрирование рациональных функций 
   
Необходимые понятия 
 
В большинстве случаев при интегрировании рациональных 
функций следует придерживаться следующего алгоритма. 
Если дробь )()( xQxP nm  является неправильной (т. е. nm ≥ ), то  
надо выделить целую часть, разделив числитель на знаменатель. 
Получим представление )()()()()( xQxRxSxQxP nnm += , где −)(xS  
некоторый многочлен, )()( xQxR n  − правильная дробь. 
Если дробь )()( xQxP nm  является правильной (т. е. nm < ), то 
многочлен  )(xQn  необходимо разложить на простые множители,               
а затем дробь )()( xQxP nm  разложить в сумму простейших дробей,          
т. е. дробей вида: 












N, ∈k  N, 042 <− qp .          (4.1) 




































где 1A , 2A , 3A , 4A , B , C , D , E  − некоторые числа, которые 
можно найти методом неопределенных коэффициентов.  
Обратимся теперь к интегрированию дробей вида (4.1). 

















DBxI kk )( 2
. Для интегрирования такой 
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B t p D tdt Bp dtI dt B D













































































































































































21 11 2 1ln 1 arctg
2 3 3
+
= + + − +




1 Найти интегралы от рациональных функций, разложив данную 
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1.3 а) ∫ +− )2)(1( 2
3
xx
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22 .  

























     
2 Найти интегралы от простейших дробей. 
 
2.1 а) ∫ + 22 )3(x
dx ;                  б) dx
xx
х∫ ++ 22 )22( . 
2.2 а) ∫ + 22 )4(x






2.3 а) ∫ + 22 )9(x






2.4 а) ∫ + 22 )2(x
dx ;                  б) dx
xx
х∫ ++ 22 )84( . 
2.5 а) ∫ + 22 )16(x






2.6 а) ∫ + 22 )1(x
dx ;                  б) dx
xx
х∫ ++ 22 )102( . 
2.7 а) ∫ + 22 )25(x
dx ;                б) dx
xx
х∫ +− 22 )172( . 
2.8 а) ∫ + 22 )8(x






2.9 а) ∫ + 22 )12(x
dx ;                 б) dx
xx
х∫ ++ 22 )136( . 
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2.10 а) ∫ + 22 )20(x
dx ;               б) dx
xx
х∫ +− 22 )106( . 
Тема 5 
Интегрирование некоторых иррациональных функций 
   
Необходимые понятия 
 
Многие интегралы от иррациональных функций удается 
преобразовать в интегралы от рациональных функций с помощью 
различных подстановок. 
 






























где ∈kr Q,  ∈dcba ,,, R, 0≠− bcad , −R некоторая рациональная 
функция, сводятся к интегралам от рациональных функций с 







, где −p общий знаменатель чисел nrrr ,...,, 21 . 
 
II. Интегралы  вида ∫ + dxbaxx pnm )( , 
где ∈ba, R, ∈pnm ,, Q, ,0,0 ≠≠ ba  0,0 ≠≠ pn  называются 
интегралами от дифференциального бинома. Такие интегралы 
сводятся к интегралам от рациональных функций подстановками               
в трех случаях: 
1) если ∈p Z, то qtx = ,  где  −q  общий знаменатель чисел m  и n ; 
2) если ∈+
n
m 1  Z, то sn tbax =+ , где −s  знаменатель числа p ; 
3) если ∈++ p
n
m 1  Z, то sn tbxa =+ − , где −s  знаменатель числа p .   
 
III. Интегралы вида 
                  ( )dxcbxaxxR∫ ++2, , 04,0 2 ≠−≠ acba ,               (5.1) 
можно свести к интегралам от рациональных функций с помощью  
подстановок Эйлера: 
1)  xatcbxax ±±=++2 , если  0>a ; 
2)  ,2 cxtcbxax ±±=++  если  0>c ; 
 21 
3) )( 1
2 xxtcbxax −±=++ , где −1x один из корней квадратного 
трехчлена  cbxax ++2 . 
Подстановки Эйлера обычно приводят к громоздким 
вычислениям. Поэтому для интегралов вида (5.1)  иногда применяют 
другие методы. 
Например, интегралы вида 
                                    dx
cbxax
xPn∫ ++2
)( ,                                    (5.2) 
где −)(xPn многочлен степени n, следует представить в виде: 










где коэффициенты  )(1 xQn−  и λ  находят методом неопределенных 
коэффициентов (сначала надо продифференцировать обе части 
последнего равенства, а затем умножить его на cbxax ++22  и 
приравнять коэффициенты при равных степенях x ). 







1  сводятся 





1 Найти ∫ + 4 xx
dx . 
 
























































4 44 ln 1
2
 
= − + + + 
 
x x x C  ■ 
 




















3 Найти ∫ +3 31 x
dx . 
 
► Запишем данный интеграл в виде: =
+∫ 3 31 x
dx ( )∫ −+ dxx 3/13 1 . 
Воспользуемся одной из подстановок для интегралов от 
дифференциального бинома. В данном случае ,1== ba  ,0=m  ,3=n  
3/1−=p . Найдем 01 =++ p
n
m
. Получили целое число. Значит, надо 







































Далее, применив алгоритм интегрирования рациональных функций, 










































































































1.3 a) ∫ − ;13 x



















1.5 a) ∫ ++ ;32 x















1.7 a) ∫ − ;3
2
x







1.8 a) ∫ ++ ;42 x







1.9 a) ∫ + ;3x
dx                      б) ∫ + 3 23 xx
dxx . 
1.10 a) ∫ − ;1x















1 .           2.2 dx
xx
x∫ ⋅
















.     2.6 dx
x
x∫ + 2
























3 41 .   
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3 Найти интегралы, содержащие корень из квадратного трех-
члена, используя простейшие методы интегрирования. 







;      б) ∫ −+ 284 xx













;      б) ∫ ++ 1032 xx













3 ;      б) ∫ +− 142 xx













;      б) ∫ −+ 2282 xx













;   б) ∫ −+ 232 xx













12 ;     б) ∫ +− 384 2 xx













14 ;       б) ∫ −+ 2342 xx











6 ;      б) ∫ ++ 424 2 xx













;         б) ∫ − 223 xx











34 ;      б) ∫ −− 234 xx








                                                                                                                   
4 Найти интегралы, содержащие корень из квадратного трех-










.              4.6 ∫ +++ 221 2 xx
dx . 




.                4.7 ∫ >+− 0,125 2 xxxx
dx .     
4.3 ∫ +++ 12 xxx
dx .                 4.8 ∫ −>+++ 1,1)1( 2 xxxx
dx . 
4.4 ∫ −−+ 2211 xx








.   
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4.5 ∫ −+ 1)1( 22 xx

















Интегрирование тригонометрических функций 
   
Необходимые понятия 
 
Интеграл вида ∫ dxxxR )cos,(sin , где ( , )R u v  – некоторая 
рациональная функция переменных u и v , можно свести к интегралу 


























Поскольку универсальная тригонометрическая подстановка часто 
приводит к громоздким вычислениям, то в частных случаях удобнее 
пользоваться следующими подстановками: 
если )cos,(sin)cos,sin( xxRxxR −=− , то  xt cos= ; 
если )cos,(sin)cos,(sin xxRxxR −=− , то  xt sin= ; 
























































































































1 Найти интегралы от тригонометрических функций, выполнив 
необходимое преобразование подынтегрального выражения. 
 
1.1 a) ∫ xdxx 3sinsin ;                             б) ∫ xdx4sin2 . 
1.2 а) ∫ xdxx 5sin2sin ;                          б) ∫ xdx4sin .   
1.3 а) ∫ xdxx 5cos2sin ;                           б) ∫ xdx2cos2 .  
1.4 а) ∫ xdxx cos3sin ;                             б) ∫ xdx2cos4 .  
1.5 а) ∫ xdxx 6cos2cos ;                          б) ∫ xdxx 22 cossin .  
1.6 а) ∫ xdxx 5,0cos5,1sin ;                      б) ∫ xdxx 2cos2sin 22 .  
1.7 а) ∫ xdxx cos4cos ;                            б) ∫ xdxx 42 cossin .  
1.8 а) ∫ dxxx )2/5sin()2/3sin( ;      б) ∫ xdxx 24 cossin .  
1.9 а) ∫ −+ dxxx )14cos()12sin( ;            б) ∫ dxx 2/sin6 .  
1.10 а) ∫ xdxx 5,1cos5,2cos ;                   б) ∫ dxx 2/cos6 .  
 
2 Найти интегралы от тригонометрических функций, выбрав 
необходимую подстановку. 
 





sin ;     в)∫ dxx
x
cos









sin ;       в)∫ dxx
x
cos





cos .  





cos ;      в)∫ xx
dx
2cossin









cos ;       в)∫ x
dx
2sin





2.5 а) 3 2cos sin ;∫ x xdx    б) 7 2 3cos sin ;∫ x xdx  в)∫ x
dx
cos















       в) 3sin∫
dx
x




2.7 а) 9sin 2 sin ;∫ x xdx  б) 2 55 cos sin ;∫ x xdx  в) 3cos∫
dx
x
;       г) 4tg .∫ xdx  
2.8 а) 5sin ;∫ xdx           б) 2 33 sin cos ;∫ x xdx  в) 2 ;sin cos∫
dx
x x
 г) 5tg .∫ xdx  
2.9 а) 3sin ;∫ xdx ;           б) 9 5sin cos ;∫ x xdx      в)∫ dxx
x
sin
cos4 ;     г) 6tg .∫ xdx  
2.10 а) 5cos ;∫ xdx          б) 7 3cos sin ;∫ x xdx     в)∫ dxx
x
sin
cos2 ;    г) 3tg∫ xdx . 
 
3 Найти данные интегралы с помощью универсальной тригоно-
метрической подстановки. 
 
3.1 а) ∫ +− xx
dx
cos2sin45




3.2 а) ∫ ++ xx
dx
cos3sin25




3.3 а) ∫ −+ xx
dx
sincos23




3.4 а) ∫ − x
dx
cos35




3.5 а) ∫ + x
dx
sin45




3.6 а) ∫ + x
dx
cos48




3.7 а) ∫ ++ xx
dx
cos3sin5




3.8 а) ∫ − xx
dx
sin3cos




3.9 а) ∫ ++ xx
dx
cossin3




3.10 а) ∫ + x
dx
cos35










Определение интеграла Римана 
  
Необходимые понятия и определения 
 
Пусть функция ( )f x  определена на отрезке ( )f x .  Разбиением Т  
отрезка ];[ ba  называется множество точек ∈nxxx ,...,, 10 [ ; ]a b , таких, 
что  bxxxxax n =<<<<= ..., 2100 . 
Обозначим 
1
( ; ) ( )
=




f f x  – частичный отрезок 
разбиения, 1−−=∆ iii xxx  – длину i-го отрезка разбиения. 
Величину ( ) maxλ = ∆ ii
T x  назовем мелкостью разбиения Т.  
Возьмем  на каждом отрезке разбиения произвольную точку 
, 1;ξ ∈∆ =i i i n . Получим разбиение с отмеченными точками. 
Сумма 
1
( ; ) ( )
=




f f x называется интегральной суммой 
для функции ( )f x  при заданном разбиении Т и фиксированных 
отмеченных точках ξ i . 
Определение. Число  I  называется определенным интегралом от 
функции )(xf  по отрезку [ ; ]a b , если  для  0 ( ) 0∀ε > ∃δ = δ ε >  
такое, что для любого разбиения  Т, мелкость которого ( )λ T  меньше δ , 








f x I . 
Обозначается определенный интеграл  ( )∫
b
a
f x dx . 
Данное определение интеграла означает, что число I  является 
пределом интегральных сумм ( ; )σ ξT f  при мелкости разбиения 
( )λ T , стремящейся к нулю, т. е. 
( ) 0
lim ( ; )
λ →
= σ ξTT
I f , причем этот 
предел не зависит от выбора отмеченных точек  ξ i . 
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Если для функции ( )f x  существует число I, то функцию  )(xf  
называют интегрируемой (по Риману) на отрезке ];[ ba , и говорят, что 







( / 5 2)
−
+∫ x dx  как предел интегральных 
сумм, разбивая отрезок интегрирования на n равных частей и выбирая 
отмеченные точки ξ i  в серединах отрезков интегрирования. 
 
► Так как длина отрезка интегрирования равна 7, то 
ni
ni








71...,,271,71,1 210 . 
Найдем координаты середин отрезков разбиения: 
1 1 7 7 7 71 1 ( 1) 1 .
2 2 2




x x ii i
n n n n
 
Составим интегральную сумму и вычислим её: 
1
1 7 7 7( ; ) 2
5 5 10=





























































Заметим, что подынтегральная функция является интегрируемой 
(как непрерывная функция), а значит, величина интеграла не зависит 
ни от способа разбиения отрезка интегрирования, ни от выбора 
отмеченных точек. Значит, 
6
1
( / 5 2) 17,5
−




1 Вычислить интеграл ( )∫
b
a
f x dx  как предел интегральных сумм, 
разбивая отрезок ];[ ba  на n равных частей и выбирая точки ξ i                   
в серединах отрезков разбиения. 
1.1 52)( += xxf , 1=a , 3=b . 
1.2 3)( −= xxf , 2=a , 6=b . 
1.3 13)( += xxf , 0=a , 3=b . 
1.4 25)( += xxf , 2=a , 4=b . 
1.5 12)( −= xxf , 1=a , 3=b . 
1.6 34)( += xxf , 10=a , 12=b . 
1.7 72/)( += xxf , 5=a , 8=b . 
1.8 43/)( −= xxf , 0=a , 5=b . 
1.9 27)( += xxf , 4=a , 9=b . 
1.10 2)( += xxf , 3=a , 6=b . 
 
2 Вычислить интеграл ( )∫
b
a
f x dx  как предел интегральных сумм, 
выбирая точки разбиения так, чтобы их координаты образовывали 
геометрическую прогрессию. 
 
2.1 xxf 3)( = , 1=a , 2=b . 
2.2 xxf 4)( = , 1=a , 3=b . 
2.3 xxf 5)( = , 2=a , 4=b . 
2.4 xxf 2)( = , 3=a , 9=b . 
2.5 xxf 7)( = , 1=a , 3=b . 
2.6 xxf 9)( = , 2=a , 8=b . 
2.7 xxf 3)( = , 2=a , 10=b . 
2.8 xxf 5)( = , 3=a , 6=b . 
2.9 xxf 4)( = , 2=a , 6=b . 







Необходимые понятия и теоремы 
 
Теорема 1. Если функция )(xf  непрерывна на отрезке ];[ ba  и если 
)(xΦ  – какая-нибудь первообразная для функции )(xf  на этом 
отрезке, то справедлива формула Ньютона-Лейбница: 





f x dx x b a  
Теорема 2. Если функции )(xu  и )(xv  имеют на отрезке ];[ ba  
непрерывные производные, то справедлива формула интегрирования 
по частям: 





















1 1cos 2 sin 2 (sin / 2 sin 0) 1/ 2
2 2
π
π= = π − =∫ xdx x ■ 
 









































































































































∫ x dx        б) 
5/2
0





























∫ xdx         г) 
3
2



















































∫ dxx ;     б) 0
(1 cos3 ) ;
π
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xx .         
 






ln∫ x xdx ;                                б) 
3
0







∫ xx e dx                         б) 
1/2
0







2ln ;                                 б) 
1/2
0



















( 1)cos 2 ;−∫ x xdx                     б) 
3
1















( 2) cos3 ;
−
+∫ x xdx            б) 
1/4
0





( 1) ln ( 1) ;+ +∫ x x dx                  б) 
2/3
1/3




















∫ x xdx ;                          б) 
4/5
1/5
arctg 5 1−∫ x dx . 
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Тема 3 
Замена переменной в определенном интеграле 
  
Необходимые понятия и теоремы 
 
Теорема. Пусть функция )(xf  непрерывна на отрезке ];[ ba , функция 
)(tϕ  имеет непрерывную производную на  интервале );( βα , )(tϕ  
отображает отрезок ];[ βα  на отрезок ];[ ba  так, что ϕ a=α)( , 
ϕ b=β)( . Тогда справедлива формула замены переменной в 
определенном интеграле: 
( ) ( ( )) '( )
β
α
= ϕ ⋅ϕ∫ ∫
b
a















1 1 sin cos0 0
1 / 2
π= = 
 − = = − == ⇒ = 
 = ⇒ = π 
∫ ∫
x t dx tdt

































∫ ttdtt  ■ 
 









































































































































































∫ x xdx . 
1.5 а) 
4










































































































































































































































Вычисление площадей с помощью интегралов 
  
Необходимые понятия и теоремы 
 
Утверждение 1.  Площадь S  криволинейной трапеции (рисунок 1) 
вычисляется по формуле:  
( ) .= ∫
b
a
S f x dx  
 
Рисунок 1 − Криволинейная трапеция 
 
Рассмотрим фигуру D , ограниченную отрезками прямых 
bxax == ,  и графиками непрерывных функций )(1 xfy =  и )(2 xfy = , 
где )()( 21 xfxf ≤  при ];[ bax∈  (рисунок 2). 
 
Утверждение 2. Площадь фигуры D  вычисляется по формуле: 
( )2 1( ) ( ) ( ) .= −∫
b
a
S D f x f x dx  
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Рисунок 2 − Фигура D  
Утверждение 3. Площадь криволинейного сектора (рисунок 3) 
вычисляется по формуле: 













1 Вычислить площади фигур, ограниченных графиками данных 
функций. 
 
1.1    а) 84,)2( 3 −=−= xyxy ; 
         б) 30,0,9 2 ≤≤=−= xyxxy . 
1.2    а) 1,0,0,4 2 ===−= xxyxy ; 
         б) 1,0),1/( ==+= xyxxy . 
1.3    а) 1,)1( 22 +=+= xyxy ; 
         б) 220,0,8 22 ≤≤=−⋅= xyxxy . 
1.4    а) xxyxy 2,4 22 −=−= ; 
         б) 3,0,arctg === xyxxy . 
1.5    а) 0,cos
3
2,tg === xxyxy ; 
         б) 0,0,arccos === xyxy . 
1.6    а) 42,762 +=++= xyxxy ; 
         б) 2/0,0,cos2 π≤≤== xyxxy . 
1.7    а) 34,32 22 +−=+−= xxyxxy ; 
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         б) 1,,arctg 2 =−== xxyxy . 
1.8    а) 5,562 −=−+−= xyxxy ; 
        б) 1,0),1/( 3 ==+= xyxxy . 








        б) 2/,2/,0),cos1/(1 π−=π==+= xxyxy . 
1.10  а) 34,)1(4 22 +−=−−= xxyxy ; 








2 Решить задачу. 
   
2.1 Вычислить площадь фигуры, ограниченной осью абсцисс и линия-
ми xy arcsin=  и xy arccos= . 
2.2 Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями )4/(ln xxy =   
и xxy ln= . 
2.3 Найти площадь фигуры, ограниченной графиком функции           
xxy 33 cossin += , и отрезком оси абсцисс, соединяющим две 
последовательные точки пересечения этого графика с осью абсцисс. 
2.4 Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями xy ln=  и 
xy 2ln= . 
2.5 Вычислить площадь фигуры, ограниченной линией xy ln= , осью 
ординат и прямыми ay ln=  и by ln= . 
2.6 Вычислить площадь криволинейной трапеции, ограниченной 
линией xexxy −+= )2( 2  и осью абсцисс. 
2.7 Найти площадь фигуры, ограниченной замкнутой линией  
422 xxy −= . 
2.8 Круг 822 =+ yx  разделен параболой 22xy =  на две части. Найти 
площадь меньшей части. 
2.9 Парабола xy 62 =  делит круг 1622 ≤+ yx  на две части. Найти 
площадь меньшей части. 
2.10 Вычислить площади фигур, образованных пересечением 
эллипса  14 22 =+ yx  и гиперболы   .12 22 =− yx  
 
3 Вычислить площади фигур, ограниченных линиями, заданными 
уравнениями в полярных координатах. Сделать чертёж. 
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3.1   а) ϕ=ρ 6cos2 ; 
        б) ϕ=ρϕ=ρ sin,cos3 , )2/0( π≤ϕ≤ . 
3.2   а) ϕ+=ρ cos2/1 ;     
        б) ϕ=ρϕ=ρ sin32,cos2 , )2/0( π≤ϕ≤ . 
3.3   а) ϕ+=ρ sin21 ;     
        б) 3,3sin6 =ρϕ=ρ , )3( ≥ρ . 
3.4   а) ϕ=ρ 2cos ;     
        б) ),4/cos(2,cos π−ϕ=ρϕ=ρ )2/4/( π≤ϕ≤π− . 
3.5   а) ϕ=ρ 4cos4 ; 
        б) ϕ=ρϕ=ρ sin,cos , )2/0( π≤ϕ≤ . 
3.6   а) ϕ=ρ 6sin ; 
        б) ),4/cos(2,sin π−ϕ=ρϕ=ρ  )4/30( π≤ϕ≤ . 
3.7   а) ϕ+=ρ cos21 ; 
        б) 2,2sin4 =ρϕ=ρ , )2( ≥ρ . 
3.8   а) ϕ=ρ 4sin2 ; 
        б) ϕ−ϕ=ρ cossin . 
3.9   а) ϕ−=ρ cos2 ; 
        б) 1,3sin2 =ρϕ=ρ , )1( ≥ρ . 
3.10  а) ϕ=ρ 3sin ; 
         б) 3,2cos6 =ρϕ=ρ , )3( ≥ρ . 
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Тема 5 
Вычисление длин кривых, объемов,  
площадей поверхностей  
  
Необходимые понятия и теоремы 
 
Утверждение 1. Если кривая  Г  задана уравнением  
{ }β≤≤= ttztytxГ α)),(),(),(( , 
где −)(),(),( tztytx  непрерывно-дифференцируемые функции на  
отрезке ];[ βα , то длина кривой Г  вычисляется по формуле: 
2 2 2( '( )) ( '( )) ( '( )) .
β
α
= + +∫L x t y t z t dt  
Утверждение 2. Если кривая  Г  задана уравнением  
bxaxfy ≤≤= ),( , 
то ее длина вычисляется по формуле: 
21 ( '( )) .= +∫
b
a
L f x dx  
Утверждение 3. Если кривая  Г  задана в полярных координатах 
β≤≤ϕρ=ρ tα),( , 
то длина кривой вычисляется по формуле: 
2 2( ) ( '( ))
β
α
= ρ ϕ + ρ ϕ ϕ∫L d . 
Утверждение 4. Пусть криволинейная трапеция G  вращается вокруг 
оси Ох . Объем полученного тела вращения вычисляется по формуле: 
2 ( ) .= π∫
b
a
V f x dx  
Пусть тело Ω  заключено между плоскостями, перпендикуляр-
ными оси Ох  и пересекающими эту ось в точках ax =  и babx <= , . 
Обозначим через xG  фигуру, получаемую в сечении тела Ω  
плоскостью, перпендикулярной оси Ох  и проходящей через точку 
];[ bax∈ . Пусть при ];[ bax∈∀  известна площадь )(xS  фигуры xG , 
причем функция  )(xS  непрерывна на ];[ ba . 
Утверждение 5. При указанных выше условиях объем тела Ω  
вычисляется по формуле: 
( ) .= ∫
b
a
V S x dx  
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Утверждение 6. Если функция )(xf  имеет непрерывную производную 
на ];[ ba , то площадь поверхности вращения, образованной вращением 
графика функции )(xf  вокруг оси Ох , вычисляется по формуле: 
22 ( ) 1 ( '( )) .= π +∫
b
a
S f x f x dx  
Если поверхность получена вращением вокруг оси Ох  кривой, 
заданной параметрически: ),(),( tyytxx == β≤≤ tα , то  
2 22 ( ) ( '( )) ( '( )) .
β
α
= π +∫S y t x t y t dt  
Если вокруг оси Ох  вращается кривая, заданная в полярных 









1 Вычислить длины дуг кривых, заданных следующими урав-
нениями. 
 
1.1 а) 41,)1( 2/3 ≤≤−+= xxy ;    
б)  153,ln ≤≤= xxy . 
1.2 а) 2/3/,sinln π≤≤π= xxy ;  





y ;    
б)  14/1,52 2 ≤≤+−= xxxy . 
1.4 а) ,cosln xy −= 6/0 π≤≤ x ;    
б)  550,13/2 ≤≤−−= xxy . 
1.5 а) 10,2 2/3 ≤≤= xxy ;    
б)  ,6+= xey 15ln8ln ≤≤ x . 
1.6 а) 10,ch ≤≤= xxy ;    




2 2/3 ≤≤−= xxy ;    
б)  ( )2ln 1 ,= −y x 32 ≤≤ x . 
1.8 а) ,sinln1 xy −= 2/3/ π≤≤π x ;   






≤≤−= xxxy ;   
б)  ,arccos1 2 xxy +−= 9/80 ≤≤ x . 
1.10 а) ( ) 20,4/1522 ≤≤++= − xeey xx ;   
        б) ,arccos 2xxxy −+−= 4/10 ≤≤ x . 
 
2 Вычислить длины дуг кривых, заданных параметрически. 
 
2.1 ( )3 2 48 , 3 2 , 0= = − ≥x t y t t y . 
2.2 0,4,36 32 ≥=−= xtytx . 
2.3 2 21, , 0 1
3
 = = − ≤ ≤ 
 
x t y t t t . 
2.4 2 321, , 0 1
43
 = − = − ≤ ≤ 
 
tx t y t t . 
2.5 3/0),cos1(3),sin(3 π≤≤−=−= ttyttx . 
2.6 π≤≤−=+= 20),cos(sin4),sin(cos4 ttttytttx . 
2.7 3/0,sin2,cos2 33 π≤≤== ttytx . 
2.8 π≤≤−=+= ttteyttex tt 0),sin(cos),sin(cos . 
2.9 23 tx ⋅= , 3tty −= , 10 ≤≤ t . 
2.10  π≤≤−=−= 20),2sinsin2(3),2coscos2(3 tttyttx . 
 
3 Вычислить длины дуг кривых, заданных уравнениями в поляр-
ных координатах. 
 
3.1 ,2ϕ=ρ a  40 ≤ϕ≤ .                  3.6 4/33 ϕ=ρ e , 2/2/ π≤ϕ≤π− .   
3.2 ,4ϕ=ρ a  30 ≤ϕ≤ .                  3.7 ,sin1 ϕ−=ρ  6/2/ π−≤ϕ≤π− . 
3.3 ,ϕ=ρ a  20 ≤ϕ≤ .                   3.8 ),cos1(5 ϕ−=ρ  3/0 π≤ϕ≤ . 
3.4 ,2 ϕ=ρ e  3/0 π≤ϕ≤ .    3.9 ),sin1(3 ϕ+=ρ  6/0 π≤ϕ≤ . 
3.5 ),cos1(2 ϕ+=ρ  1≤ρ .    3.10 ,12 5/12ϕ=ρ e 3/0 π≤ϕ≤ . 
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4 Вычислить объёмы тел, образованных вращением вокруг оси 
Ох фигур, ограниченных данными кривыми. 
 
4.1  ,02 2 =−− yxx 042 2 =+− yxx .        4.6  3xy = , xy = . 
4.2  ,xxey = ,0=y 1=x .                            4.7  ,2 2xxy −= 2+−= xy . 
4.3  ,1 xey −= 1,0,0 === xxy .                 4.8  3xy = , xy = . 









xy .             4.10  0,652 =−+−= yxxy . 
 
5 Вычислить объёмы тел, ограниченных данными поверхностями. 
5.1 6,94 22 =+= zyxz . 
5.2 3,0,14/ 222 ===−+ zzzyx . 
5.3 12,136/4/9/ 222 =−=−+ zzyx . 
5.4 1,0,14/9/16/ 222 ===++ zzzyx . 
5.5 2,4 22 =+= zyxz . 
5.6 3,0,14/9/ 222 ===−+ zzzyx . 
5.7 16,164/9/16/ 222 =−=−+ zzyx . 
5.8 2,0,19/16/25/ 222 ===++ zzzyx . 
5.9 )0(0,,922 ≥===+ yzyzyx . 
5.10 )0(0,3/,125/27/ 22 ≥===+ yzyzyx . 
 
6 Вычислить площадь поверхности, образованной вращением 
данной кривой вокруг оси Ох. 
 
6.1  10,3/3 ≤≤= xxy . 




3 ttyttx . 
6.3  ϕ=ρ sin2 . 
6.4 4/214/5, ≤≤= xxy . 
6.5  2/0,sin6),cossin(6 2 π≤≤=+= ttytttx . 
6.6  ϕ=ρ 2cos2 . 
6.7  π≤≤= xxy 0,sin . 
6.8  10),3(
3
, 22 ≤≤−== tttytx . 
6.9  30,42 ≤≤= xxy . 
6.10 30),3(
3
2),1(2 22 ≤≤−=+= tttytx . 
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Тема 6 
Несобственные интегралы  
  
Необходимые понятия и теоремы 
 
Определение 1. Пусть функция )(xf  интегрируема на отрезке 
[ ; ], [ ; ).ξ ∀ξ∈ +∞a a  Несобственным интегралом от функции )(xf  на 
промежутке );[ +∞a  называется величина 





f x dx f x dx  
Если последний предел существует и конечен, то несобственный 
интеграл называется сходящимся. В противном случае интеграл 
называется расходящимся. 
Определение 2. Пусть функция )(xf  определена на конечном 
промежутке );[ ba  и интегрируема на отрезке [ ; ], [ ; )ξ ∀ξ ∈a a b . 
Несобственным интегралом от функции )(xf  на промежутке );[ ba  
называется  величина  
0


















lim lim ln | | lim ln | |
ξ+∞
ξ
ξ →+∞ ξ→+∞ ξ→+∞




Следовательно, интеграл расходится ■ 
 











x 1 0 1 0 1 00
lim 2 lim 1 2 lim ( 1 1) 2.
1
ξ ξ
ξ → − ξ→ − ξ→ −0





Следовательно, интеграл сходится ■ 
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∫ x dx  







  сходится. 




















dxx . Итак, данный интеграл расходится (как сумма 
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